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Exercice 1 — (Premier théoréme de Dini)

Soit E un evn de dimension finie, K un compact de E, et (f,) une suite de fonctions de K dans R. On suppose que :
(i) pour tout n € N, f,, est continue
(ii) fn converge simplement vers f également continue

(iii) pour tout x € K, (f,,(z))nen est croissante.

1. Montrer que si (K,,) est une suite de compacts non vides, décroissante pour l'inclusion, alors ﬂ K,, est non
neN
vide.
2. Soit € > 0. Montrer que 'ensemble K, = {x € K, | f.(z) — f(z)|} est compact.
3. Déduire des deux questions précédentes que (f,) converge uniformément.

4. Application : Montrer que la suite définies sur [0, 1] par Py = 0 et

1
VneN, Vte[0,1], Pua(t) = Pa(t) + 5(t = Pi(t)

converge uniformément vers une fonction simple a déterminer.

Exercice 2 — (Deuxiéme théoréme de Dini)

Soit (f,) une suite de fonctions croissantes d’un intervalle [a,b] dans R. On suppose que (f,) converge simplement
vers f : [a,b] — R, et que f est continue.

1. Montrer que f est croissante.
2. Soit € > 0. Justifier I'existence de p € N* tel que pour tout k € [0,p — 1],

'f(aJrk(b;a))—f(a+(k+1)(b_a))’<

p

€
T

3. Justifier existence de N tel que pour tout n = N et tout p € [0,p — 1],

o) a5

puis donner un majorant, pour tout n € N, tout p € [0,p — 1], et tout = € [a + k(b;fa),a +(k+1) (b;a)], de
fn('r) - fn <a + k(l);ia)) )

4. En déduire que (f,) converge uniformément vers f (deuxiéme théoréme de Dini).

Exercice 3 — (Convergence au sens de Riemann)

On suppose que la série complexe > a,, converge. Pour h # 0, on pose :

F(h) = a + :Zjl“” <sin(nh)>2

nh

1. Justifier que (a,) est bornée.



2. Montrer que f est bien définie sur R*, et que la série Z an W
n

n=1

sy <sin(nh)

2
) est normalement convergente sur

R\[—a, a], pour tout a > 0.
3. Justifier que f est continue sur R*.

4. Dans cette question uniquement, on suppose que Y, a, est absolument convergente. Montrer qu’alors, f(h)

admet une limite lorsque h — 0, qu’on exprimera sous forme d’une somme.

5. On pose g la fonction définie sur R par

(a) Montrer que g est de classe C! sur R

(b) Justifier que g est bornée sur R

(c) Montrer que ¢’ est intégrable sur R.
6. On pose, pour tout n € N, et tout h # 0,

Ro(h) = +Zoo a (Smk(:h))Q ot = f ax.

k=n+1 k=n+1

(a) Montrer que pour tout n € N et tout h € R¥,

400
[Ra(W)| < [rag((n+ DR)[ + D7 Irellg((k + 1)) — g(kh)]
k=n+1

(b) A l'aide de la question 5(c), montrer que R,, converge uniformément vers 0 sur R .

7. Montrer que f admet une limite en 0, que ’'on exprimera sous forme d’une somme.



