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Exercice 1 – (Premier théorème de Dini)
Soit E un evn de dimension finie, K un compact de E, et pfnq une suite de fonctions de K dans R. On suppose que :

(i) pour tout n P N, fn est continue

(ii) fn converge simplement vers f également continue

(iii) pour tout x P K, pfnpxqqnPN est croissante.

1. Montrer que si pKnq est une suite de compacts non vides, décroissante pour l’inclusion, alors
č

nPN
Kn est non

vide.

2. Soit ε ą 0. Montrer que l’ensemble Kn “ tx P K, }fnpxq ´ fpxq}u est compact.

3. Déduire des deux questions précédentes que pfnq converge uniformément.

4. Application : Montrer que la suite définies sur r0, 1s par P0 “ 0 et

@n P N, @t P r0, 1s, Pn`1ptq “ Pnptq `
1

2
pt ´ P 2

nptq

converge uniformément vers une fonction simple à déterminer.

Exercice 2 – (Deuxième théorème de Dini)
Soit pfnq une suite de fonctions croissantes d’un intervalle ra, bs dans R. On suppose que pfnq converge simplement
vers f : ra, bs Ñ R, et que f est continue.

1. Montrer que f est croissante.

2. Soit ε ą 0. Justifier l’existence de p P N˚ tel que pour tout k P v0, p ´ 1w,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f

ˆ

a ` k
pb ´ aq

p

˙

´ f

ˆ

a ` pk ` 1q
pb ´ aq

p

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

4
.

3. Justifier l’existence de N tel que pour tout n ě N et tout p P v0, p ´ 1w,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fn

ˆ

a ` k
pb ´ aq

p

˙

´ f

ˆ

a ` k
pb ´ aq

p

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

8
,

puis donner un majorant, pour tout n P N, tout p P v0, p ´ 1w, et tout x P

”

a ` k pb´aq

p , a ` pk ` 1q
pb´aq

p

ı

, de
ˇ

ˇ

ˇ
fnpxq ´ fn

´

a ` k pb´aq

p

¯
ˇ

ˇ

ˇ
.

4. En déduire que pfnq converge uniformément vers f (deuxième théorème de Dini).

Exercice 3 – (Convergence au sens de Riemann)
On suppose que la série complexe

ř

an converge. Pour h ‰ 0, on pose :

fphq “ a0 `

`8
ÿ

n“1

an

ˆ

sinpnhq

nh

˙2

.

1. Justifier que panq est bornée.
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2. Montrer que f est bien définie sur R˚, et que la série
`8
ÿ

n“1

an

ˆ

sinpnhq

nh

˙2

est normalement convergente sur

Rzr´a, as, pour tout a ą 0.

3. Justifier que f est continue sur R˚.

4. Dans cette question uniquement, on suppose que
ř

an est absolument convergente. Montrer qu’alors, fphq

admet une limite lorsque h Ñ 0, qu’on exprimera sous forme d’une somme.

5. On pose g la fonction définie sur R` par

gptq “

$

’

&

’

%

ˆ

sinptq

t

˙2

si t P R˚
`

1 si t “ 0.

(a) Montrer que g est de classe C1 sur R`

(b) Justifier que g est bornée sur R`

(c) Montrer que g1 est intégrable sur R`.

6. On pose, pour tout n P N, et tout h ‰ 0,

Rnphq “

`8
ÿ

k“n`1

ak

ˆ

sinpkhq

kh

˙2

et rn “

`8
ÿ

k“n`1

ak.

(a) Montrer que pour tout n P N et tout h P R˚
`,

|Rnphq| ď |rngppn ` 1qhq| `

`8
ÿ

k“n`1

|rk||gppk ` 1qhq ´ gpkhq|

(b) À l’aide de la question 5(c), montrer que Rn converge uniformément vers 0 sur R˚
`.

7. Montrer que f admet une limite en 0, que l’on exprimera sous forme d’une somme.
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