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Probléme 1 — (Centrale PC 2012, Math 1 — Un théoréme de Hardy et Littlewood)

. . n SN 12 N 214
Sin et k sont deux entiers naturels, on note < k) le nombre de parties a k éléments d’un ensemble & n éléments.

Partie I — Approximation

1. Quelques calculs préliminaires
Dans cette sous-partie, x est un nombre réel et n est un entier naturel.

*/n
a) Montrer que A -z k=1
(0 awe 3 ()40

(b) Montrer que Z k(n) 2 (1 — 2"k = g
iz \k

(¢) Montrer que Z k(k—1) (Z) 2F(1 =) % = n(n — 1)2?
k=0
(d) Déduire des questions précédentes que que

kio (o 5) (3)at -yt - 222

2. Etude de S(z)

Soit n € N* et x € [0, 1]. Le but de cette sous-partie est de majorer la somme

S(z) = i (Z) 2 (1 — z)" k.

k
r— —
k=0 "

(a) Majoration de S(x) : premiére méthode.

On note L )
e V lensemble des entiers k € {0,...,n} tels que |z — ' < —
n|  \/n
k 1
o W T'ensemble des entiers k € {0,...,n} tels que |z — ‘ > —
n|  a/n
et on pose
k| (n\ n—k k| (n\ &k n—k
Sv(x)ZEI’—f (1 — ) et SW(x):Z T —— z¥(1 — )
k k
keV keW
i. Mont Sy (z) < !
i. Montrer que Sy (z) < I
1_
ii. Montrer que Sy (z) < 21— o)
n
5

iii. En dédui S(r) < ——=.
ili. En déduire que S(x) v

(b) Majoration de S(z) : seconde méthode.
i. Ecrire Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans 'espace R”*! muni de son produit scalaire canonique.

1
2n’

ii. A l'aide de la question I-1(d), en déduire que S(z) <



3. Application a ’approximation uniforme
Dans cette sous-partie, on note C Iespace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R; On munit C de la

norme de la borne supérieure, notée | - | :

VieC, [flo= sup [f(z)l
z€[0,1]

Pour f € C, et n € N*  on définit le n-iéme polynome de Berstein de f, noté B,(f), en posant, pour tout

z e [0,1] : )
Bu(f) =Y f (i) (D XE(1 - Xy,

k=0
Le but de cette question est d’étudier |B,(f) — fllo lorsque f est un élément de C vérifiant une hypotheése

additionnelle.

(a) Un exemple. Si f(z) = 22 pour tout z € [0, 1], déterminer, pour tout n € N*, B, (f) et en déduire la valeur

de HBn(f) - f”oo
(b) Soit f e C. Montrer que pour tout z € [0, 1], on a :

B - 0= 33 (4 (3) 1) (2) o

§
(c) i Montrer que si f est d-lipschitzienne, alors | B, (f) — f[o < 57 pour tout entier n > 1.

\/ﬁ c

ii. En déduire quesi f est de classe C!, alors il existe un réel ¢ tel que, pour tout n € N*_ | B, (f)— fllo < 7
n

iii. Etendre le résultat précédent au cas otl f est une fonction continue, de classe C' par morceaux.

(d) Soit f:[0,1] — R une fonction continue, de classe C' par morceaux. Déduire de ce qui précéde que, pour
tout réel r > 0, il existe un polynoéme P a coefficients réels tel que pour tout z € [0, 1],

f(@) —r < P(a) < f() + 7.

Partie IT — Un théoréme de Hardy et Littlewood

Soit (an)nen une suite réelle. On suppose que la série entiére > a,z™ admet pour rayon de convergence R = 1, et que

la somme f de cette série, définie par

4
Vee]l—1,1[, f(z) = Z anx”
n=0

vérifie : 1
T) ~ 1

f( ) z—1-1—x ( )

On note
w A
~ n
An=2ak et an:n+1.
k=0

Ainsi, a,, est la moyenne arithmétique des nombres ag, ..., a,.

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des a,, lorsque n tend vers 'infini. On s’intéresse en particulier

aux deux propriétés suivantes :

nl—lﬂf-loo Un = 1 (2)
et
nl—1>r£oo an = 1. (3)

1. L’hypothése (1) n’implique pas la propriété (2)

(a) Déterminer une suite réelle (b, )nen telle que

Vo G] — 1, 1[, 1_71;2 = Z bnxn



(b) En déduire un exemple de suite (a,)nen vérifiant (1) mais ne convergeant pas vers 1.
2. L’hypothése (1) n’implique pas la propriété (3)

(a) Donner le développement en série entiére de la fonction ¢ +— ainsi que son rayon de convergence.

1
(1—1)?
Préciser si la série converge aux bornes de l'intervalle de convergence.
1

(b) On consideére les fonctions ¢ : © — A220-2

sety o —

m . Déterminer (un)’I’LGN et (U’I’L)REN

telles que pour tout z €] — 1,1],

+0 +®
o(x) = Z Upx" et Y(x) = Z V™.
n=0 n=0

On explicitera, en fonction de n, suivant la parité de n, les réels u,, et v,.
(c) Calculer v,, (moyenne arithmétique des nombres vy, ..., vy).
(d) Construire a Paide de ¢ un exemple de suite (a,)nen vérifiant (1), mais ne vérifiant pas la propriété (3).

Jusqu’a la fin de cette partie, on continue de supposer (1), et on fait I’hypothése supplémentaire :
VneN, a,>0. (4)

L’objectif principal, aprés quelques observations concernant la suite (@, )nen, est de démontrer la propriété (3)
(théoréme de Hardy et Littlewood).
3. Majoration de la suite (a,)nen-
(a) Pour tout x € [0, 1] et tout n € N, montrer que f(z) > A,z".
(b) Montrer qu’il existe N > 0 tel que
VYn =N, fle V") < 2

T l—el/n’

(¢) En déduire que la suite (ay,)nen est majorée.
4. Minoration a partir d’un certain rang de (a,)nen

On désigne par g > 0 un majorant de la suite (ay, )neny : VR €N, @, < p.
+0o0
(a) 1i. Pour tout x €] — 1, 1[, montrer que (1 — x) 2 Apa® = f(z).
k=0
ii. En déduire que pour tout x € [0, 1[, et tout N € N*,

_ ..N +00
RGN Ay =% p (k+ 1)k,
1—x =

1—=z

iii. En déduire que pour tout x € [0, 1] et tout N € N*

flz) <An_a1+p <(N + 1)z + TNH) .

(b) Soit A un réel strictement positif.
i. Montrer qu’il existe un entier Ny > 0 tel que pour tout N > Ny,

1 N

A
eN)> —— o>,
ut ) 2(1—e W) 2\

ii. Montrer que pour tout N = Ny,

z|>

S NP SN S 1
aN—_-1 = —- — Me - e e ———
NErEax N N(I—ec7)

iii. Déterminer en fonction de A la limite, quand N tend vers l'infini, du membre de droite dans I'inégalité

précédente.

iv. Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que cette limite soit strictement positive.



(¢) Conclure qu’il existe un réel v > 0 tel qu’a partir d’un certain rang, on ait a,, > v.
5. Démonstration de la propriété (3) due & Karamata
1
Soit g : [0,1] — R la fonction telle que g(z) = — si > e~ ! et g(z) = 0 sinon.
x
On fixe un réel ¢ €]0,e71[, et on définit deux applications continues g*, g~ : [0,1] — R ainsi :
e g' est affine sur [e™! —¢,e7!] et coincide avec g sur [0,e™! —¢] U [e71, 1]
e g~ est affine sur [e7!,e7! + ¢] et coincide avec g sur [0,e7 1] U [e7! +¢,1]
Pour tout entier N > 0, on pose zy = e /N,
On se rappelle que dans cette question, on fait les hypothéses (1) et (4).
1 1
(a) Calculerf gt (t) dt etf g~ (¢t) dt.
0

0
(b) Soit P un polynéme a coefficients réels. Montrer que

+0 1
lim (1 —=z) 2 anz" P(z"™) = f P(t) dt.
r—1— n=0 0

On considérera d’abord le cas particulier P = X*, ou k € N.

(c) Etablir I'existence de deux polynémes P et Q tels que
Vre(0,1], g-(2)—c < P@) < g(2) < Q) < g+ (x) + <.

(d) Etablir I'existence d'un entier Ny > 0 tel que pour tout entier N > Ny,

+00 1
(1—=zy) Z antN P(zly) = ‘[ P(t)dt —¢
n=0 0

et o .
(1—2n) ), anahQaR) < f Q(t)dt + e
0

n=0

(e) Déduire des trois questions précédentes que pour tout entier N > Ny,

1—-5e< (I—Z‘N)AN < 1+ 5e,
(f) Conclure.

Probléme 2 —

L’objet de ce probléeme est l’étude des séries de résultats identiques dans une suite d’expériences de Bernoulli, indé-

pendantes et de méme paramétre p €0, 1].

Partie I — Probabilité d’obtenir » succés consécutifs

Pour tout entier n > 1, on désignera par S,, ’événement :
« Obtenir un succés a la n-iéme expérience. »

1. On effectue une infinité d’expériences de Bernoulli indépendantes de parameétre de p €]0, 1] (par exemple des
lancers de dé). En considérant les événements E, = S.,_(r—1) 0 - 0 Spp_1 0 Sy, n € N*, montrer que

I’événement « obtenir une série de r succés d’affilés » est quasi-certain.

2. Pour tout entier n > r, on désigne par U,, ’événement :

« Obtenir une suite de r succés consécutifs s’achevant & la n-iéme expérience, dont aucun d’eux n’a déja été

comptabilisé dans une suite antérieure de r succés consécutifs. »



On note u, = P(U,). On posera par convention ug =1 et ug =ug =... = tp_1 = 0.
Par exemple, si r = 3, et si on désigne par S l'obtention d’un succés et par E I'obtention d’un échec, la suite

d’expériences représentée par :

S SSSSSSEESSSSSESESSSSE

meéne a la réalisation des événements Us, Ug, U1a, Usg, . . ., c’est-a-dire de suites de 3 succés consécutifs s’achevant
aux expériences 3, 6, 12, 20, .. ..
Montrer que la réalisation de I'¢vénement S,,_(,_1) N ... N S,—1 N S, implique la réalisation d’un et un seul

des événements Uy, _(,_1y, ..., Un—1,U, pour n =7, et en déduire que la suite (u,)nen+ vérifie la relation
Up + Plip—1 + PPtz + -+ D" g1 = p' (5)

3. Déterminer l'existence et la valeur L de la limite de (u,,) lorsque n tend vers +o0.

Partie II — Etude du temps d’attente moyen de la premiére suite de 7 succés consécutifs.

On désigne par X la variable aléatoire indiquant le numéro n de l'expérience ou, pour la premiére fois, s’achéve
une suite de r succés consécutifs. Dans 'exemple ci-dessus, X prend donc la valeur 3. On posera par convention
PX=0)=PX=1)=---=PX=r—-1)=0.

On se propose de calculer le temps moyen d’attente de la premiére série par des techniques d’analyse, basées sur la
notion de série génératrice.

+0
1. Justifier que Z P(X =n)=1.
n=1
+o0
2. On pose, pour tout nombre réel x appartenant a Uintervalle [0,1] : U(z) = Z Upx™.
n=0

Justifier la convergence de cette série, puis établir a I’aide de (5) que :

(px)”  1—pa
1—(pz)r 1—z°

U(x)=1+

3. Montrer que pour tout n = r,

n
Un = Y P(X = k)t (6)
k=0
+o0
4. On pose, pour tout nombre réel z appartenant a l'intervalle [0,1] : G(z) = Z P(X =n)a".
n=0

A T'aide d'un produit de Cauchy, trouver une relation liant U(z) et G(x) pour tout réel  appartenant a [0, 1[.
5. En déduire l'expression de G(z) pour 0 < z < 1, puis vérifier que G est de classe C* sur [0, 1].
6. Justifier qu’on peut dériver la série définissant G terme a terme, et en déduire E(X).

7. Application numérique : donner le temps d’attente moyen d’une série de 25 « un » consécutifs lors d’une

succession de tirages d’un dé équilibré.

Partie III — Etude de la probabilité de ne pas obtenir une série de r résultats identiques

On répéte une série de tirages équiprobables dans une urne contenant N boules numérotées de 1 & N, avec remise, o
N > 2. On suppose ces tirages indépendants. On note p = %, la probabilité d’obtention d’une boule fixée lors d’un
tirage. Soit r > 2. On dit qu’une suite de n tirages est r-chanceuse si aucun numéro n’a été tiré r fois d’affilée. L’entier

r étant fixé, pour n > 1, on note p,, la probabilité qu’'une suite de n tirages soit r-chanceuse.

1. Dans cette question uniquement, on suppose que N = 2 et r = 2. Calculer explicitement p,, et étudier sa limite.

2. Les entiers N > 2 et r > 2 sont maintenant supposés quelconques. Montrer que (p,,) est décroissante de limite
nulle.



r—1
. Montrer que pour tout n = r, p, = (1 —p) Z pk_lpn,k.
k=1

. Soit fr:x— 2" — %Jﬂ’_l + 1}%”. Montrer que si (r, N) # (2,2), f. admet un unique zéro positif différent de 1,
qu’on notera \,. Montrer que A, € [% -1, %[z [N — 1, N[, et justifier que ((pA,)™) vérifie la méme relation de
récurrence que (py,).

. Montrer que pour tout n € N* p, > p®A™.

. Montrer que (A;),>2 est convergente, et déterminer sa limite.

. On suppose désormais que N > 3.

(a) Montrer que pour tout z € [0,3], (1 —2")" >1— .
(b) Montrer que pour tout r > 2,
1

——p"TE N, <~

p p

Ainsi, A\, converge trés vite vers 11)



