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[ Programme des colles de la semaine 6 (04/11 — 08/11) ]

Chapitre 5 : Continuité sur un e.v.n.
Exercices de la banque CCINP associés au chapitre : 1, 13, 35, 36, 37, 38

1. Limites dans un e.v.n.
Les fonctions sont définies sur une partie A d’une e.v.n. E, et a valeurs dans un e.v.n. F.
e Limites dans F en a € A
# Définition métrique. Réexpression en terme de boules (par convention, si X € P(E), f(X) =
F(X A A))
x Indifférence de la nature stricte ou large dans les inégalités de la définition
* En cas d’existence, valeur de la limite lorsque a est dans le domaine de f.
e Si F =R, limites infinies en a € A
% Définition par inégalités. Traduction par images directe de boules.
e Limites en oo.
* Limites en +00 lorsque FF = R, F' quelconque.
* Limite lorsque |z| — +00 (qu’'on notera simplement & — o).
e Point de vue topologique
* Voisinages (rappels), voisinage de +o0, —oo (si E = R), voisinage de o (E quelconque).
Intersection finie de voisinages.
x Caractérisation topologique des limites (par voisinages), incluant tous les cas.
x Caractérisations mixtes (topologique sur F, métrique sur F' ou l'inverse).
* Unicité de la limite
% Caractérisation séquentielle.
* Coincidence de deux fonctions sur une partie X. Comparaison des limites en a (existence
et valeur) lorsque f et g coincident sur un voisinage de a.
e Opérations sur les limites
* Combinaison linéaire
% Composée
* Limite d’un produit lorsque F est muni d’un produit bilinéaire vérifiant |zy| < k|z| - |y]|-

o Limites partielles sur une partie X de £ (lim f(x)).

rzeX
* Définition

x Caractérisation de la limite par les limites partielles sur une famille finie localement cou-
vrante
# Cas des limites & gauche et droite quand E = R. Exemple dans R? pour une fonction définie

par morceaux sur 2 demi-plans.

2. Continuité
e Continuité en un point
Les fonctions sont définies sur une partie A d’une e.v.n. E, et a valeurs dans un e.v.n. F.
* Définition, expression métrique, expression topologique (avec voisinages)
# Continuité sur une partie X de A.
* Comparaison de la continuité de f et g en a en cas de coincidence sur un voisinage de a.
Comparaison globale en cas de coincidence sur un ouvert U.



x Caractérisation séquentielle
e Opérations sur les fonctions continues
* Combinaisons linéaires, produits (avec les conditions idoines), composition.
x Caractérisation par les coordonnées de la continuité d’une application & valeurs dans un
produit cartésien.
e Continuité uniforme, fonctions lipschitziennes
» Continuité uniforme, u.c. implique C°.
% Critére séquentiel, avec la petite amélioration suivante :
«non u.c. => Je >0, I(uy), (vn), Un—vn—0 ¢t |f(u,) — f(vn)|F = € », qui sera bien
utile pour Heine.
x Application lipschitzienne, lipschitzien implique u.c.
e Exemples importants de fonctions continues
Pour toutes ces fonctions, on montre en fait leur caractére lipschitzien, et donc aussi u.c.
* La norme est continue
# La distance d(-, A) & une partie A non vide est continue
x La projection sur un facteur d’un produit cartésien est continue.
e Prolongements
# Prolongement par continuité en un point a € A, en un nombre fini de points.
% Fonctions continues coincidant sur une partie dense. Sous réserve d’existence, unicité du

prolongement continu & A pour f continue sur B dense dans A.

3. Continuité et topologie
e Images réciproques

* Image réciproque d’un ouvert, d’un fermé par une fonction continue.

Seul le sens direct est au programme. Le fait que cela caractérise la continuité n’est pas au
programme et n’a pas été évoqué.

* Exemples pour déterminer la nature de zones de R? définies par des inéquations.

* GL,(R) est un ouvert de M, (R).

e Fonction continue sur un compact

* Image d’un compact par une fonction continue :théoréme de compacité

x Cas f: K ¢ E — R : théoréme des bornes atteintes. Cas particulier K = [a, b] < R.

x Utilisation du théoréme de compacité pour justifier 'existence d’extrema globaux de fonc-
tions de plusieurs variables, y compris lorsque le domaine n’est pas borné, en étudiant la
limite quand || X| — co.

% Théoréme de Heine

ENCORE PEU D’EXERCICES traités en cours sur les notions qui suivent.

4. Connexité par arcs
e Parties connexes par arcs
% Définition d’un arc continu, relation « étre relié par un arc », définition des composants
connexes par arcs.
# Partie connexe par arcs, exemples importants (C*, S(A,r) en dimension (réelle) supérieure
a2).
x Parties étoilées. Parties convexes. Connexité des boules et des sev.
e Image continue d’une partie connexe par arcs
* Image d’un connexe par arcs par une fonction continue.

# Exemple : GL,(R) n’est pas connexe par arcs.

5. Continuité des applications linéaires
o Caractérisation de la continuité d'une AL par |u(z)| < k|z|, par I'image de la boule unité, par

I'image de la sphére unité.



6.

e Norme subordonnée, ou norme triple. Sous-multiplicativité. L’e.v.n. L.(E, F).

e Caractérisation de la continuité des applications multilinéaires (démonstration non exigible)

E.V.N. de dimension finie, et conséquences sur la continuité
¢ Equivalence des normes en dimension finie. Caractérisation de la convergence coordonnée par
coordonnée.
e Conséquences topologiques
* Bolzano-Weierstrass dans un e.v.n. de dimension finie
x Caractérisation des compacts en dimension finie ; compacité des boules
x Les sous-espaces de dimension finie d’un e.v.n. sont fermés.
e Conséquences sur la continuité des AL
* Continuité des AL en dimension finie
% Cas matriciel. Norme triple associée & une matrice
x Continuité des applications multilinéaires en dimension finie
e Applications polynomiales
x Définition d’une application polynomiale K" — K.
* Continuité des applications polynomiales
* Continuité de det
# (HP) Extension de la notion d’application polynomiale entre deux ev de dimension finie,

invariance du caractére polynomial vis-a-vis du choix des bases (non exigible). Continuiteé.

Chapitre 6 : Procédés sommatoires

Exercices de la banque CCINP associés au chapitre : 5, 6, 7, 40, 46, 54, 61, 89

Seuls les exercices 5, 6, 7, 46, 54, 89 peuvent étre abordés pour le moment. Les deux autres requiérent

des notions sur les séries dans un e.v.n. qui ne seront vues que la semaine de la rentrée.

Révision des chapitres de MPSI sur les séries numériques et sur les familles sommables. Le cours n’a pas

été repris cette année.

Liste des questions de cours a préparer

Cette liste n’empéche par le colleur, s’il le souhaite, d’évaluer votre connaissance du reste du cours,

notamment des énoncés et définitions qui doivent étre connus de facon trés précise

1.

I A A

10.

Limites partielles, caractérisation de la limite par les limites partielles sur un nombre fini de

domaines couvrants.

Continuité uniforme : définition, critére séquentiel (avec preuve), théoréme de Heine (avec preuve).
Continuité de la norme et de la distance & une partie non vide A.

Image réciproque de fermés et d’ouverts.

Théoréme de compacité et théoréme des bornes atteintes.

Définition des composantes connexes par arcs, d’'un ensemble connexe par arc, et preuve de la
connexité par arcs de S(0,1) en dimension > 2.

Caractérisation de la continuité d’une AL par majoration de ||u(z)|, par image de la boule unité

et de la sphére unité

Equivalence des normes en dimension finie.

Caractérisation des compacts en dimension finie (en la supposant déja connue pour | - |g,0)-

Continuité des AL de E dans F', avec les hypothéses adéquates sur la dimension.

Un sous-espace de dimension finie d’un e.v.n. est fermé.



Enoncé des exercices de la banque CCINP a préparer

Exercice - (Banque CCINP n°1)

On note E ’espace vectoriel des applications continues sur [0,1] & valeurs dans R. On pose :

1
VIEE, [flo= swp |f()] et |f|= f (1) dt.
e[0,1] 0

te(

1. Les normes | - || et | - |1 sont-elles équivalentes ? Justifier.

2. Dans cette question, on munit F de la norme | - ||o.
EFE — R
(a) Soit u :
o= 10).

Prouver que u est une application continue sur F.
(b) On pose F' = {f € E | f(0) = 0}. Prouver que F' est une partie fermée de E pour la norme
|- lleo-
3. Dans cette question, on munit E de la norme | - ||;.

1] — R
Soitc:{ [0.1]

r — 1.

nr si0<z<?i
On pose : Vn € N*, f,(z) = .
1 sil<ax<l.

n
(a) Soit n e N*. Calculer | f, — c|1-
(b) On pose F = {f € E | f(0) = 0}. On note F Padhérence de F.
Prouver que ce F.

F est-elle une partie fermée de E pour la norme | - |1 ?

Exercice - (Banque CCINP n°13)
1. Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’une partie compacte d’un espace
vectoriel normé.
2. Démontrer qu'une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.
3. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace.
Indication : On pourra raisonner par ’absurde.
4. On se place sur F = R[X]| muni de la norme | - |; définie pour tout polynéome P = ag + a1 X +
n
we.tapX™ de E par : |P|1 = Z |a;].
i=0
(a) Justifier que S(0,1) = {P € R[X]/|P|l1 = 1} est une partie fermée et bornée de E.

(b) Calculer |X™ — X™|; pour m et n entiers naturels distincts.

S5(0,1) est-elle une partie compacte de E ? Justifier.

Exercice — (Banque CCINP n° 35)

FE et F désignent deux espaces vectoriels normés.

On note | - |g ( respectivement | - ||r) la norme sur E (respectivement sur F').
1. Soient f une application de F dans F et a un point de F.

On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.

P2. Pour toute suite (z,,)neny d’éléments de E telle que liIJIrl x, = a, alors lirf flxn) = f(a).
n—+0o0 n——+0o

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.



2. Soit A une partie dense dans F, et soient f et g deux applications continues de E dans F.

Démontrer que si, pour tout z € A, f(z) = g(x), alors f = g.

Exercice - (Banque CCINP n° 37)
On note E 'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.

On pose : ¥V f e E, Nyo(f) = sup |f(z)| et Ni(f J |f(t)|de.

ze[0;1]
1. (a) Démontrer que Ny, et Nj sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kN (f).
(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme Nj est un ouvert pour la norme Ny,.

2. Démontrer que les normes N; et Ny, ne sont pas équivalentes.

Exercice - (Banque CCINP n°5)

1. On considére la série de terme général u,, = ————z oun =>2et a € R.

n(lnn)®
(a) Cas a <0.

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas o> 0.
Etudier la nature de la série. )

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = ——.
z(lnzx)e

1\™\ .
(e — (1 + ) ) en
2. Déterminer la nature de la série Z i 2 .
ns2  (In(n?+n))

Exercice - (Banque CCINP n° 6)
Soit (un),,cy une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

. . . Un+41 L.
1. Démontrer que si lim = [, alors la série Zun converge.

n—+00 Uy

. . , . . .. . .. . un+1 . .
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim = [, puis majorer, pour n assez

n—>+0 Uy
grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

|
2. Quelle est la nature de la série 2 v

n=1

Exercice - (Banque CCINP n° 7)

1. Soient (un),cy €t (Un),oy deux suites réelles telles que (v, )nen soit non nulle & partir d’un certain
rang.
(a) Prouver que si u, ~ vy, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.

+o0

(b) Dans cette question, on suppose que (v,,) est positive. Prouver que :

Upy ~ Uy = 2“” et Zvn sont de méme nature.
+o

1
((=1)™ +1)sin () In(n)
. n
2. Etudier la convergence de la série
7§2 (Vn+3-1)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.



Exercice - (Banque CCINP n° 46)

On considére la série :Z cos (7r\/ nZ+n-+ 1).

n=1

s s 1
1. Prouver que, au voisinage de +00, mv/n? +n + 1 = nw + 3 +a—+0 <2> ol « est un réel que
n n

l'on déterminera.

2. En déduire que Z oS (ﬂ'\/ n?+n+ 1) converge.

n=1

3. Z cos <7n/ n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n=1

Exercice - (Banque CCINP n° 54)

Soit F I’ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que FE est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. On pose : Vu = (up)nen € E, ||u|| = sup |uy|.
neN
(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.
(b) Prouver que : Vu = (tup)nen € E, Z 2:11 converge.
roo
(¢) On pose : Vu = (tun)nen € E, f(u) = Z 2ni1.
n=0

Prouver que f est continue sur E.

Exercice - (Banque CCINP n° 89)

Soit n € N tel que n > 2. On posez:ei%r.

1. On suppose k € [1,n — 1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.

n—1
2
2. On pose S = Z |z’C — 1}. Montrer que S = —.
= tan 5 -

Prévisions pour la semaine suivante :
e Compléments asymptotiques sur les séries numériques,
e séries dans un e.v.n. de dimension finie.



