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TD 6 — Fonctions continues

Exercice 1 -~ Etudier la continuité des fonctions f suivantes:

r4+1 six €] — oo, —1], asinz +cosx siz€ —oo,%[,
a) flz) =4 —x—1 size[-1,0] b) fla)=3 - size 2,7,
z+1 siz€|0,+o0; = +b si x € [m,4o0].

Exercice 2 -~ Etudier la continuité des fonctions f : R — R suivantes:

a) f(x) = E(x)sin(rz); b) f(x) = E(z)sinx ¢) f(x) = E(x)+ /x — E(z).

Exercice 3 — Etudier la continuité des fonctions f : R — R suivantes:

L f(z
2.

)=1lsizeQet f(z)=0sizecR—Q;
flz)=xsizeQet f(x)=0siz e R—Q;
3. flz) = SIxEQetf(x)zl—xsixeR—(@;
4. f(x) =

)=, 0ouT= % avec p et ¢ premiers entre eux, si x € Q, et f(x) =0siz € R—Q.

Exercice 4 —

1. Donner un exemple d’application f : R — R discontinue en tout point de R, et telle que |f]
soit continue sur R.

2. Donner un exemple d’application f : [0,1] — [0, 1] bijective, et discontinue en tout point de
[0,1].
Exercice 5 — Déterminer toutes les applications f dans chacun des cas suivants:
1. f:R — R continue, et V(z,y) € R?, f(x +y) = f(z) + f(y).
2. f:R — R continue, et ¥(z,y) € R?, f (&) = w
3. f:R — R continue, et V(z,y) € R?, f(z +y) = f(z)f(y).
4. f:R% — R continue, et V(z,y) € (R%)?, f(zy) = f(z) + f(y).

Exercice 6 — Soit f : R} — R une fonction continue sur R%. Montrer que si f(xz + 1) — f(x)

tend vers £ lorsque = tend vers +oo, alors @ tend aussi vers £.

Exercice 7 — Soit f : R — R une application surjective telle que pour tout y € R, f~1(y) est
un sous-ensemble borné de R. Montrer que f admet des limites infinies en +00 et —oo, de signe
Opposé.

Exercice 8 - Soit f : R — R une fonction périodique.
1. Montrer que si f n’est pas constante, alors f n’admet pas de limite en 400 et —oo

2. Montrer que si f est continue, alors f est bornée.



Exercice 9 - Soit f : R — R une fonction continue telle que hrf f(z) = lim f(x) = +o0.

r——00

Montrer que f admet une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte.

Exercice 10 — Soit f : R™ — R™ une application continue telle que Yz > 0, f(z) < z.

1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que pour tout 0 < a < b, il existe M < 1 tel que f(z) < Mz sur [a,b].
Exercice 11 — Soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(z) = (x — a)?(z — b)%. Déterminer
Iimage de [a, b] par f.

Exercice 12 — Soit I un intervalle, et f : I — R une fonction continue telle que f(I) C Q.
Montrer que f est constante.

Exercice 13 — Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de R* sur R.

Exercice 14 — Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction continue sur [a,b]. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b]
tel que f(¢) = ¢ (autrement dit, f admet un point fixe).

Exercice 15 — Soit f,g : [a,b] — R, continues sur [a, b], telles que f(a) = g(b) et f(b) = g(a).
Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 16 — Soit f : R — R tel qu’il existe a € R tel que f o f(a) = a. Montrer qu’il existe
c € R tel que f(c) =c.

Exercice 17 — Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1).
1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 3] tel que f(c) = f(c+ 1).

2. Soit n € N, n > 2. Montrer qu’il existe ¢ € [0,1 — 1] tel que f(c) = f(c+ ).

Exercice 18 — Soit, pour n > 1, P, (z) = 2"t + 2" — 1.
1. Montrer que P, admet une unique racine z,, dans R*, et que z,, < 1.

2. Montrer que la suite (,,)n>1 converge. Déterminer sa limite.

Exercice 19 — Soit f : R} — R croissante telle que g : x @ est décroissante.
1. Montrer que f est continue sur R;.
2. Montrer que si f n’est pas identiquement nulle, alors f ne s’annule pas.

3. Donner un exemple de telle fonction.

Exercice 20 — Soit f: R} — R définie par f(z) =z +Inz.
1. Montrer que f est un homéomorphisme de R* dans R.

2. Soit ¢ sa bijection réciproque. Montrer que ¢(t) ~ t en +o0.

3. Montrer qu’en +o0, In(¢(t)) = In(t) + o(Int), et ln(%) =1t 4 o(lnt),

4. En déduire que ¢(t) =t —Int + B 4 o(181),
Exercice 21 — Montrer que f : x — /x est uniformément continue sur R* .

Exercice 22 — Soit f : [a,b[— R uniformément continue sur [a,b]. Montrer que f peut étre
prolongée par continuité en b.



