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TD 9 — Formules de Taylor — Développements limités

Exercice 1 - Ecrire le développement de Taylor-Lagrange a I’ordre n de la fonction exponentielle
entre 0 et . En déduire une valeur approchée a 10~% prés de /e.

Exercice 2 — Montrer que pour tout x > 0, on a :
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Exercice 3 — A P’aide de la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 1 de sinz en 0, montrer qu’il
existe C' > 0 tel que pour tout n € N* et pour tout € R, on ait :
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Exercice 4 — Soit f(r) = 2* — 42 4+ 222 — 2 + 4. Trouver les polynomes g telles que pour tout
x on ait gz — 3) = f(z).

Exercice 5 — Soit f une fonction de classe C? sur R, non constante, et telle que pour tout z € R,
f"(x) = 0. Montrer que f n’est pas majorée.

Exercice 6 — Soit f : [0,1] — R une fonction deux fois dérivable sur [0, 1], telle que f(0) = f/(0) =
f'(1) =0, et f(1) = 1. Montrer qu'’il existe ¢ €]0, 1] tel que |f”(c)| = 4. (Indication : formule de
Taylor-Lagrange pour la fonction g définie par g(z) = f(z) — f(1 — x)).

Exercice 7 — Le but de cet exercice est de montrer que e est irrationnel. On suppose que e = *,
avec m,n € N. Quitte & multiplier m et n par un méme coefficient, on peut supposer que n > e.
11
1. Montrer que 0 < efzﬂ < o

k=0

2. En déduire une contradiction.

Exercice 8 — Soit f:[0,1] — R de classe C*°, non identiquement nulle. On suppose qu’il existe
a € [0, 1] tel que pour tout n € N, £(™(a) = 0. Montrer que
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oti, N(g) désigne supjg 1 |g|- Indication : formule de Taylor-Lagrange entre a et xo, ot |f(zo)| =
N(f); pourquoi existe-t-il un tel z¢?

Exercice 9 —

f(x)

1. Soit f, une fonction n fois dérivable sur R. Montrer que linb ——= = ( si et seulement si
r— [L‘n
f(0) = f(0)=---= f™(0) =0.

2. Soit f la fonction définie par f(0) = 0 et f(x) = e” 37 cos ( ew%) si x # 0. Montrer que
pour tout n, f admet un développement limité & ’ordre n en 0, mais que f n’est pas deux
fois dérivable en 0.



Exercice 10 — Déterminer les développements limités en x( & ’ordre 5 des fonctions des exercices
4 et 8 de la feuille 5.

Exercice 11 — Calculer les développements limités en 0 & ’ordre indiqué de:

a) shz ch2z (ordre 4) b) ™2 (ordre 5) ¢) In(1 + shz) (ordre 4)
, 2(1 —x)
d) e“*% (ordre 4) e) V14 cosz (ordre 4) f) Arctan Tidz (ordre 8)
x
)~ (ordre 5) B L - L (ordre 5) ) - (ordre 6)
g sh?(2) orere v sima o Ve T
1 1
j) th(z +1n2) (ordre 4) k) Arcsin (m + 5) (ordre 4) 1) (1 —zsinz)> (ordre 5)
m) (cos ac)a%2 (ordre 3) n) eVt (ordre 4) 0) Arcsin(Arcsinz) (ordre 9)
1 1+t -
p) V1+x—12?— (cosz)s (ordre 6) ¢) In _ftanw (ordre 7) T) w (ordre 5)
1—tanz sinz — sindx
) e (ordre 4) 0 <A (ordre 3)  u) ~ArceosSaE (ordre 5)
che = —Arccos ordre
s) e ordre —Arccosy [ —— (ordre u r . rdr

v) ch(sinz) — cos(shx) (ordre 8) w) sin(x — Arctanz) (ordre 11) x) \/1 +1/1+ 1+ z (ordre 3)

Exercice 12 — Calculer les limites en zg des fonctions suivantes:
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d) (ta”)x% (@o=0) e z—2ln (1+%) (wo = +00)  f) (to)s— e (o = 0)
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Exercice 13 — Déterminer un équivalent simple en xy de:

a) e —2°—(e—1)(xg=1) b) e —z° (xg= e) c) Vx —Vsinz (z9 = 0)
d) 2° — sinz®"® (29 = 07) e)

(xo =07)  f) sh(sinz) — sin(shz) (zg = 0)

l—z =« Argshi
_Z -0) i z
(o ) ) Argch%

g) Arctan(z — z cosz) (xg =0) h) Arctan —1 (zg=0)
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Exercice 14 — Soit f(z) = [—%ln (z+ 1)} z? +1

1. Donner un équivalent de f en +o0o et en —oo.

2. Déterminer une asymptote au graphe de f et la position relative des deux courbes.

3. Mémes questions avec f(z) = (z 4+ 1)*exp (QLI)
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