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MATH 4 — GROUPES 1/2

TD 1 — Intégrales impropres

Exercice 1 — Etudier la convergence des intégrales suivantes :
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Exercice 2 — Calculer les intégrales suivantes aprés avoir justifié leur convergence :
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Exercice 3 — (Founction I" d’Euler)

1. On définit la fonction I' par T'(«)
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(c’est-a-dire 'ensemble des réels a pour lesquels l'intégrale définissant I' converge).

2. Montrer que pour tout a € Dr,
3. Calculer I'(n) pour tout n € N*

Fa+1) =al(a).

dx

dx.

et dt. Déterminer le domaine de définition Dr de T’



Exercice 4 — Soit f et g deux fonctions localement intégrables sur [a, b], telles que les intégrales f; |f]? et

f; lg|? convergent. Montrer que fab fg converge.

Exercice 5 — Soit f : [1,+00[— Ry une fonction décroissante et continue, telle que lintégrale fooo f
converge.

1. Montrer que zf(z) tend vers 0 lorsque z tend vers +o0o. (On pourra considérer l'intégrale [ f).
2

2. Montrer que la fonction g définie par g(z) = z(f(x) — f(z + 1)) est intégrable sur [1,4oo] et calculer
2

3. Trouver une fonction f décroissante et continue telle que x f(x) tende vers 0 lorsque z tend vers +o0,
mais telle que l'intégrale fooo f ne converge pas (contre-exemple & la réciproque de la question 1).

Exercice 6 — Soit f une fonction localement intégrable sur R et admettant des limites finies A et B en
+oo

—00 et +oo respectivement. Montrer que pour tout a, I'intégrale / (f(x + a) — f(z)) dx converge, et
— 00

déterminer sa valeur.

Exercice 7 —

1. Soit f : Ry — R une fonction localement intégrable, continue & droite en 0, telle que l'intégrale
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converge et vaut f(0) - In 2.

2. Application : calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 8 — Les intégrales suivantes convergent-elles ? Dans la mesure du possible, déterminer s’il s’agit
d’une convergence absolue ou d’une semi-convergence.
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Exercice 9 —

1. Soit f une fonction localement intégrable sur [a,+oo[ (a > 0) telle que lintégrale f:o f converge.
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Montrer que pour tout réel o > 0, I'intégrale / La) dx converge.
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2. Soit f une fonction localement intégrable sur R, et a un réel tel que I'intégrale / f(z) e da
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converge. Montrer que pour tout réel b > a, l'intégrale / f(x) e b dx converge.
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Exercice 10 —

1. Soit f une fonction uniformément continue sur Ry, telle que I'intégrale fooo f converge. Montrer que
f(z) tend vers 0 lorsque « tend vers +oc.

2. Trouver un contre-exemple dans le cas ol on suppose seulement que f est continue.



