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TD 6 — Limites d’intégrales généralisées

Exercice 1 — (Rappel dans le cas d’intégrales non généralisées)
n+1

1 1 +1 .

2" sin(mrx

Pour tout n € N, on pose I,, = / " sin(rz) dz et J, = / (rz)
0 0

dx.
1—=x .
1. Calculer I,,.

2. Calculer la limite de J,, lorsque n tend vers +oo.

1
3. En déduire la relation / sin(m) Z I,.
0

Exercice 2 —

+oo 1
1. Calculer / [ch (;) — 1} dt a 1072 prés.
1

+o0 et -1
2. Méme question pour / ; dt.
0
+o0 . —+o00
sint 1
Exercice 3 — Montre e dt = —_
X 1[11r1rqu/0 w1 z_:rﬂ—i—l

1 +oo
d -n"
Exercice 4 — Montrer que / T (=1 .
o 1+aP np+1

+oo
Exercice 5 — Soit f,(z) = e””/ u” " e”" du. Calculer le développement limité a 'ordre n de f,(z).

Exercice 6 — Soit (a,) une suite a termeb réels positifs telle que la série Y uy, soit convergente. Existence

+oo
et calcul de / e 'G(t) dt, ou G(t Z an
0

n=0

+oo
1 1 1
Exercice 7 — Soit S(z) la série entiére S(z) = Z <4n 1 + 3 + ST 2) i,

1. Déterminer le rayon de convergence R de S(z), et montrer que la série converge encore pour = R.
Justifier que S est continue sur [0, R].

1412 —
2. Montrer que pour tout z € [0,1[, on a S(z / + —T dt
o 1—t*x
3. Mont la limite que S(1 /1 L+t 4207
. Montrer par un passage a la limite que
bal til bassag d T+i+2+83

4. Calculer S(1).



Exercice 8 — (Autour de la fonction I' d’Euler)
+oo
On rappelle que, pour z € C, I'(2) = / A
0

1. Domaine de définition de T'.

2. Soit, pour n € N*, et pour z € C fixé, f,, la fonction définie par f,,(t) = (1 — )" "1 si 0 <t <m, et
fn(t) = 05sit>n. Montrer que la suite f,, tend vers e~**~!, uniformément sur tout intervalle [0, A].

1
3. En déduire que I'(z) = lim n°I,(2), ou I,(z) est définie par I,,(z) = / (1 —w)"u® du.
n— o0 0
4. Calculer I,(z).
—+o0
_ Cz

1 -
5. En déduire que —— =z e H (1 + E) e~ n, ou C désigne la constante d’Euler, définie comme la
n
n=1

I'(z) -
limite (dont on justifiera 'existence) de la suite 1 + % + et % —Inn.

6. Montrer que la formule précédente permet de prolonger I' & C — N.

Exercice 9 —

+oo t2n+1
1. Soit f la fonction définie par f(t) = Z P
n

. Déterminer le domaine de définition de f, et exprimer
n=0
f au moyen de fonctions usuelles.

t
2. Soit, pour n € N, I,,(¢) = / u" Inw du. Calculer I, ().
0
I o lnu
3. Soit g(t) = 7;) Gnr 2 et J(t) = /0 T2 du. Déterminer le domaine de définition de g et de J.

4. Exprimer J en fonction de g et de fonctions usuelles. En déduire la valeur de J(1) sous forme de série.

5. Par un changement de variable, montrer que

/*wtdt_i’f 1
o 2sht (2n+1)2

n=0

1
En déduire la valeur de cette intégrale (on rappelle que E — = E)
n
n>1

Exercice 10 — Soit f;, la fonction définie sur R, par

o) = <1—%2>n si z € [0,/n]
0 six > /n.

—+oo
1. Montrer que les intégrales I,, = / fn(z) do sont normalement convergentes.
0

[\

z

. Montrer que I,, = \/ﬁ/ cos?" 1t dt.
0

3. Calculer I,,.

+oo
4. En déduire la valeur de I = / e dz (on rappelle la formule de Stirling : n! ~; o n" e7"V27n).
0



