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MATH 4 — GROUPES 1/2

TD 7 — Intégrales multiples

Exercice 1 — Calculer les intégrales suivantes :

a)Iz// ry? de dy, D =10,1] x [-1,1] b)[://(m—i—yQ)dmdy, D =10,1] x [-1,1]
D D
2
_Yy _ _ 2 0<z<1
c) I // 1+ 2%y dz dy, D =10,1] x [0,1] d)If//Dzydzdy, D: {Ogyéx
dz dy J x=20ety>0 _ . B Y AY!
// 1+x+y2’D'{x+y<1 f)f—//stmyda:dy,D.{ﬁgygx

g) I // yvx dzr dy, D : disque de centre (1,1) et de rayon 1
D

. ) 20,y20,220
h)l_///D(:C—l—y—i-z)dxdydz, D.{ z+y+z<1

<y<z<
i)[:///myzdazdydz, D:{ Osyses?

D 0<z< oy
Exercice 2 — Déterminer 'intégrale // zy dx dy, ot D est ’ensemble des points de coordonnées positives
D
communs au disque de centre (0,0) de rayon 1 et au disque de centre (0, 1) de rayon 1.

Exercice 3 — Calculer l'intégrale // (% +y?) dz dy, ot D est le domaine borné délimité par la boucle de la
D

courbe d’équation 2% — 322 + y2 = 0.

Exercice 4 — Calculer les intégrales suivantes :

dz d
a)I:// Va2 —z2 —y2 de dy, D: 2?4+ 9% <d? b)[://# D:z?+4%<1
D

p 1+a?+y?
z20,y=20
> >
c)[:/ /2?2 +y? dz dy, D:{x2/<0’g/02 9 d)I://(x2+y2) dedy, D: ¢ 22+9y2<1
D a” < r” 4y <b D AV NS BN
(-1 +y*>1
2 2 de dy d 2 2
://x\/Ededy,D:{(:EyH——i—yQ\} f)[:/// _ e {$+<
D b D1+ 22 +y? \Z\m
22+ y? + 22 < dx dy dz
I = d D: h) I = D: 422 <1
. o tyt+ 2 <1 _ 9 9 )yt + 24 <1
I—///Dzdmdydz,D.{Z>O h)I—///chh(x +y°)de dy dz, D: 2> 0
Exercice 5 — Calculer les intégrales suivantes, en effectuant le changement de variables proposé
zz20,y=20 _ _
//sm x +y) da dy, D iy <1 rT+y=v, x=u
0<zx<y<2z
y X X _y _
b) I //Dye dz dy, D 1 <ay <2 u=42 v=uxy
2x . 0<y<$ _ _ _
// dx dy, D: rty<l u=x—y, v=x+y
> > >
I_/// x+y+z) de dy dz, D i;;’f;g’lz/o u=x+y+tz, v=y+z, w=z
> > >
e I:///sh (x+y+2)>)dedydz, D: i;g’ﬁ;g’lz/o u=zc+y+z, w=y+z www=z
D X

Exercice 6 — Calculer :
1. ’aire de l'ellipse définie par les inégalités —a < z < a et %; + y_z <1;
< 2bzx;

I\DD

2. laire du domaine plan de (R, )? défini par 4% < 2az et x

2cos® 6—1
cos 6

2
3. l’aire de la boucle de strophoide, définie par |0] < §, et r =
<

4. le volume de la calotte définie par 22 +y? + 22 < 1,2 > a;

—



5. le volume du tore de petit rayon R — r et de grand rayon R+1r (R >r);
6. le moment d’inertie d’un disque homogéne de rayon R par rapport a son centre;
7. le volume et le moment d’inertie par rapport & son centre d’une boule de rayon R.

Exercice 7 —

. T dzx
1. Etudier la convergence de / pp— suivant les valeurs de A, et calculer cette intégrale.
0 A—cosz

dx d
2. Soit 1 < a < b. Calculer / #
[0,7]x[a,b] Y — COST

T b _
3. En déduire la valeur de J = / In <ﬂ) dz.
0 a — CcosT
Exercice 8 — Soit Q le pavé de R? défini par 0 <z < 1et 0 <y < 1, et soit D le triangle défini par 0 < z < 1
et0<y<z

dxdy dxdy
1. Calcul J =
Cacuer// 1+z2 159 ,puls // +x2 01

T In(2cos? 6
2. En posant = rcosf, y = rsinf, puis r? = u, montrer que J = / ¥
0

2 cos(20) do.

T In( 2 sin? 0)

3. Soit I =
ot 2 cos( 29

d0. Exprimer J+ K et J — K en fonction de I et en déduire

0
la, valeur de I

Exercice 9 — Pour n € N, on pose D,, = [nm, (n + 1)7] x RT, et I, = // e ®sinx dr dy. Calculer I,, de
Dy,
sinx

dx.

—+oo
deux maniéres différentes. En déduire la valeur de /
0 x

Exercice 10 — Pour ¢ € R, on note Cy = [0,¢] x [0,].

+oo o +oo +oo
1. Justifier la convergence de I = / e’ du, A= / sinz? dz et B = / cosz? du.
0 0 0

t 5 1 T 12
2. Soit ¢(t) = / e’®" dx. Montrer que ¢*(t) = % — z/ ecos?o d6.
0 0

1 /7
3. Soit I(T) = = / #*(t) dt Calculer de deux maniéres différentes la limite en 4-oc de I(T).

N
4. En déduire que A =B = 5

Exercice 11 — (Paris 6, SCM 2éme année, septembre 1998)
Soit D1 = {(x,y)|x >0,y > 0,22 +y? <1} et Dy = {(z,y)|lz >y > 0,22 +y? < 1}.

1
1. Calculer lintégrale J :/ r? cos(r) dr
0
2. Calculer 'intégrale I; = / x cos(v/x? + y?) dz dy.
Dy

3. Calculer 'intégrale I = // x cos(v/x? + y?) dz dy.
Do

Exercice 12 — (Paris 6, MIAS 2éme année, juin 1998)
On note D = {(z,y) € R*|z > 0,y > 0}. On considére la fonction F' définie sur D par F(x,y) = (:Uy, %) .

1. Montrer que F est de classe C! sur D et déterminer sa matrice jacobienne
2. Montrer que F' est une bijection de D sur D. Déterminer sa réciproque G.
3. Expliciter la matrice jacobienne de G en tout point de D.
4

. Soit € €]0,1[, et D, = {(Jc,y) € Dlex <y < g, et zy < } On pose I(e // \/7 dx dy. Calculer

I(e) en utilisant le changement de variable (u,v) = F(x,y), et calculer la limite de I(g) lorsque ¢ tend
vers 0.



